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למשמעות  המטרתה להקנות לתלמיד הבנה מעמיק –כקודמותיה  –חוברת זו 

 .פעולת האינטגרל
 

 .אלא רק כתוספת לו, תכם חוברת זו אינה באה במקום ספר הלימוד אשר ברשו
 

 משתי הרבה בגרפיםתהשתדלתי לתת הסברים בשפה פשוטה וברורה  והש
 . על מנת להמחיש זאת

 
 .הדוגמאות נבחרו בקפידה ומתוך מחשבה כדי להראות ולהבהיר את הנאמר

    
אלא רק את הנושאים העיקריים אשר יקנו  ,לא הקפתי את כל הנושאים,בחוברת

 .אינטגרל ויסבירו לתלמיד כיצד להתמודד עם בעיות שונותהבנה לדרך פעולת ה
 

 אני תקוה כי חוברת זו תתרום  ולו במעט לקדם את התלמידים ושתוציא  את
 .מלימוד מתמטיקה" הפחד"
 

 . יהיה זה שכרי -ויוקל על התלמידים בהבנת החומר זו באם תתגשם תקוותי 
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 מבוא
 

ככל שאר פעולות  והיא  .האינטגרל היא פעולה מתמטית על פונקציה
, העלאה בחזקה,הוצאת שורש, חילוק, כפל, חיסור, חיבור: המתמטיקה
 .'גזירה וכו, לוגריתמים 

 .כאשר לכל פעולה הצמוד הוא מעין ניגוד ,בצמדיםהפעולות המתמטיות הינם 
ואם על . נקבל תוצאה כלשהיא -נוסיף למשהו נתון  –משל חיבור אם ניקח ל

 .נחזור אל הנתון( פעולה מנוגדת)התוצאה נבצע פעולת חיסור 
ba   נקבל  3 לו נוסיף  a נתוןה    3 את התוספת b ונוריד מהתוצאה   3

abונקבל בחזרה את    3      
לוגריתמים ,  שורש והעלאה בחזקה ,כפל וחילוק  :צמדים מנוגדים הם

וכך גם פעולת הנגזרת והאינטגרל הם צמד מנוגד הפועל על ואכספוננט 
 .פונקציה
53  פונקציה אם ניקח  xy      3ונגזור  נקבל'y  נבצעאם על התוצאה 

 .(עד לרמה של קבוע) yפעולת  אינטגרל נחזור שוב לפונקציה  

 העלאה בחזקה –הוצאת שורש , חילוק –כפל , חיסור  -הצמדים חיבור לגבי
אנו מבינים את המשמעות ואילו לוגריתמים ומעריך זה צמד קצת יותר קשה 

 .והאינטגרל –עוד יותר קשה להבין את הצמד הנגזרת ו. להבנה
 

 , שהוא השיפוע של המשיק בנקודה ,tgנותנת לנו את  ,ראינו ,פעולת הנגזרת

 .על זה באה חוברת זו לתת תשובה? ומה נותנת לנו פעולת האינטגרל

   -את פעולת האינטגרל מסמנים ב

53ולכן אם נסתכל על הפונקציה    xy   3ראינו שהנגזרת היא'y 

xdx נקבל y'3אם נבצע אינטגרל על  33   5אבל במקור יש לנו עוד,  אשר

 .אינו מתבטא בגזירה
93ניקח את הפונקציה    xy   3ונגזור נקבל'y ,  זו אותה הנגזרת ולכן

 .  האינטגרל יהיה אותו הדבר אבל הפונקציות נבדלות בקבוע
 בפעולת האינטגרל אין לנו אפשרות לדעת מהו הקבוע ולכן 

נכתוב את תוצאת האינטגרל       cxdx 33  . c הוא קבוע האינטגרל. 

 גרל לא מסויםוזה נקרא אינט
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 אינטגרל לא מסוים
 

נו כי פעולת האינטגרל היא מנוגדת לגזירה לכן      ירא  ydxxy )(' 

פעולת האינטגרל כמו שאר הפעולות המתמטיות היא פעולה בפני עצמה וכשם 
 .כך גם לגבי האינטגרל( הצמוד)שאפשר לבצע פעולת חילוק  מבלי תלות בכפל 

ל על הנגזרת                                                  אם נסתכ

dxydy

y
dx

dy

'

'




 

וכאשר נבצע אינטגרל                                                 



 




dxyy

dxydy

'

'
 

 . yאחרי ביצוע אינטגרל חוזרים לפונקצית המקור 
 פונקציהנקציה המתקבלת נקראת הפו, כאשר מבצעים אינטגרל על פונקציה

 .  קדומה

אם נקח לדוגמא את הפונקציה                                        
xy

xy

6'

53 2




 

 וכאשר נבצע אינטגרל על הנגזרת נקבל את משפחת הפונקציה הקדומה

                                                                        C
x

xdx  2
66

2

 

C והוא נקרא , יכול להיות כל מספר קבוע ולכן מתקבלת משפחת פונקציות
 .קבוע האינטגרל

 
 .ראה את המשמעות הפיזית של הנגזרת ושל האינטגרלנ

 נניח נתונה פונקציה כמתוארת בגרף

   

   

x

y

1

2

1איור 

X1
X2

B

A
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   tgשזה למעשה         Bו   Aבנקודות הנגזרת נותנת לנו את שיפוע הקו 

 פונקצית הנגזרתואם נסתכל על 

x

y’=tg

2איור 



X1
X2

B’

A’

 
וכפי שראינו     .tgהוא ה   y'ה  dxyy  .ומההיא הפונקציה הקדש  '

 וניקח רק חלק מהגרף 'y  פונקציההנתבונן על 

A

B

x
x

xx
x

3
1

4
6

2
5x

X

y’

3איור 

y’

   
 y'עד לעקומה הוא ו xהקו האנכי מציר ה .  xנחלק את הקטע לחלקים של 

xyולכן המכפלה    ( חץ 3ראה איור ) '  היא בעצם שטח המלבן שרוחבוx 

   .ראה המלבן המודגש בגרף .y'וגובהו  

tgyאנו יודעים כי           ' 
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 הגרף ייראה  פונקציה הקדומהאם נסתכל עכשיו על ה
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4איור 

 
משולש ישר ( בקירוב טוב) נקבל    p2ו    p1נקודות סמוכות   אם ניקח שתי 

 א יה P וזוית המשיק בנקודה yוהאנך הוא   xהוא   זוית שבסיסו

 : כך( בהגדלה)וייראה  

p1

p2

nx

ny



5איור 

 
מתקרבות זו לזו  ואפשר לראות את       p 2ו    p1   הנקודות  0xכאשר 
 .כקו ישר אשר משמש כיתר המשולש  p1  p2הקו   
xtgואז   *   נותן לנו את הניצבy. 



 חשבון אינטגרלי  שלמה מלמן

 

 7 

 cבתוספת וים ים הקודמyכל ה  סכוםהוא    yערך הפונקציה  p1בנקודה 

 (.4ראה איור ) .וזה גם קבוע האינטגרציה ,שהוא האיבר החופשי
953אם יש לנו פונקציה    לדוגמא ) 23  xxy  9 האיבר החופשי הוא+. 

 (   x=0 )שם )  yנקודת מפגש הפונקציה עם ציר ה  בעצם וזו 
    יהיה  nPבנקודה  ולכן  ערך הפונקציה

                      Cyyyyyy n  ......210   

 .(4ראה איור ) עד לנקודה yכל ה  סכוםפעולת האינטגרל נותנת לנו את ו

xyאת   '  ת הנגזרתפונקציב שטח המלבןראינו כי הוא y'   ו- y  בפונקציה

כאן נוכל לראות כי   מ .קדומהה  cyyyyydxy n......' 210 

השטח המלבנים שזה  סכוםבמילים אחרות פעולת האינטגרל נותנת לנו את 
 .x -וציר ה  p2 -ו  p1 בין הנקודות  פונקצית הנגזרתב "מתחת לעקומה"ש
 (.4ראה איור ) . בפונקציה הקדומה yוזה ערך ה  

 בנקודה על את שיפוע המשיק לנו תנותנ נגזרתה: שתי הפעולות הנוגדות 
 תבפונקצי "מתחת לעקומה"נותן לנו את השטח ש אינטגרלוה ,פונקציהה
   .הנגזרת שלה

כלומר זה , השייך לו בפונקציה הקדומה הינו שלילי yשלילי ה  y'כאשר ה 

xy   המלבן שטחובפונקצית הנגזרת  ,(האינטגרל)  סכוםמופחת מה '  גם 

 . Xוציר ה  שמתחת לציר לעקומה אלא בין הגרף "תחת"הוא שלילי ואינו מ
 .נראה בהמשך ביתר פירוט.  המלבנים סכוםובסך הכל זה נגרע מ

, על כל פונקציה שהיא פולינומיםפעולת האינטגרל יכולה להתבצע 
 .'טריגונומטריים וכו, אכספוננטים,לוגריתמיים

 

 אינטגרציה בסיסית
 

 נראה אינטגרציה על פולינומים
53     נגזרתנסתכל עליה כפונקצית  .נניח כי יש לנו פונקציה  xy    (1 

Cx              נקבלנבצע עליה אינטגרל ו
x

dxxY   5
2

3)53(
2

    (2 

535נוכל לבדוק זאת באם נבצע גזירה של התוצאה        
2

6
 x

x

dx

dy
 

 .   ואכן מקבלים את הפונקציה
מסדר שני  (2) פונקציה אנו מקבלים (1)של  באינטגרציה אנו רואים כי

 . ולכן בגזירה הוא נופל - איבר שאינו מכיל משתנה -C איבר חופשיו (ריבועית)
 . Cכלומר משפחת פונקציות ריבועיות הנבדלות ב 
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Y=3x+
5

6איור  

B
b

h

 

ונקבל    2)-ב נציב x=1בדוק את האינטגרל כאשר  נ

cc

cxxY





2

13
1*51*

2

3

5
2

3

2

2

 

 (6ראה איור ) x=1עד   גיאומטריתבדרך  ונחשב את השטח מתחת לעקומה
                           hוהגובה הוא  bו  Bהבסיסים הם  יש לנו טרפז ישר זוית

       
2

1)}0()1([

2

)( yyhbB
S טרפז





      פז הוא  ולכן שטח הטר

2

13

2

58



 

 (. Cפרט ל )אנו רואים כי האינטגרל מתאים לשטח 
 

 מספר כללים לפעולת האינטגרל

)()(    פונקציה .1 xgxfy   כאשר נבצע      נקבל
 






dxxgdxxf

dxxgxf

)()(

])()([
 

 

*)(   פונקציה. 2 xfay  וכשנבצע                           נקבל








dxxfa

dxxfa

)(

)(
 

 

Kxxyפולינום    . 3 mn                       באינטגרל
Kx

m

x

n

x

dxKxx

mn

mn















11

][

11 

 
 תוצאות של אינטגרל אנו יכולים לקבל על פי הנגזרות שאנו מכירים למשל

הנגזרת של  
x

y
1

     היא
2

1
'

x
y                         ולכןc

x
dx

x


11
2
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2אפשר גם לראות זאת כך   

2

1  x
x

 ולפי פולינום    

                                                            

c
x

cxc
x

dxxdx
x















1

12

1

1
12

2

2

 

sin(xy( כן לגבי   כמו    הנגזרת)cos(' xy               ולכן  )sin()cos( xdxx 

 דוגמא  

xחשב את האינטגרל של        .1
xx

y 2
12

23



  

                                      

Cx
xx

xxx

xdxdx
x

dx
x

dxx
xx

















 

2

2

21213

2323

11

2
2

1213
2

2
12

]2
12

[

    

352                חשב את האינטגרל של          .  2 2  xxy     

                     
cx

xx
dxxdxdxxdxxx     3

2
5

3
2352]352[

23
22

                                                        

 .  את הפונקציות הבאות נראה ביתר פירוט בהמשך

sin(xy(פונקציות טריגונומטריות   .  3    ה    יהיה  cxdxx )cos()sin( 

                                          )(xtgy    ה    יהיהc
x

dxxtg  )cos(

1
ln)( 

                                      )(cot xgy    ההיה  י  cxdxxg )ln(sin)(cot 

xyפונקציות לוגריתמיות   . 4 ln       הנגזרת היא
x

y
1

' 

לכן אם נתונה פונקציה מהסוג    
ax

y



1

caxdxיהיה   ה   
ax


 )ln(
1

  

xayוכך לגבי          ה                                          יהיהc
a

a
dxa

x
x  ln

    

xey       ל וכמובן      ה                                            יהיהcedxe xx  

          את האינטגרל  של  חשב. 5
2

3






x

x
y 

נכתוב זאת  כך   
2

1
1

2

12








xx

x
 ונבצע  2xבתנאי ש    

                                                cxxdx
X




 2ln)
2

1
1(   

ניקח ערך  לכן לאחר ה 2xיכול לקבל כל ערך  X-בפונקציה ה: הערה 

                                                                              .כי הוא רק למספרים חיוביים    lnמוחלט ל 
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 שיטת ההצבה
  

 זור שוב למקורלפעמים יהיה לנו נוח לעשות הצבת עזר ולאחר מכן לח
 למשתנה החדש  dxעלינו גם לשנות את ה : שים לב 
 לדוגמא 

חשב את האינטגרל של   . 1
3

1




x
y           3נעשה הצבה xu 

עכשיו נגזור לפי   
dx

du
1ונקבל                

dx

du
dudxאו         

dudxכאשר )לפי הצבת העזר נעשה   )          


 du
u

dx
x

1

3

1
 

cucuולפי פולינום                                 
u

duu 









 22

1
2

1
2

11
2

1

2

1

                                                                     

cxdxנחזיר את ההצבה ונקבל                                  
x




 32
3

1
   

dxxxחשב את האינטגרל    . 2  221נעשה הצבה        2213 xu  

xנגזור                       
dx

du
4        או

x

du
dx

4
 

                                          נציב ב 
x

du
uxdxxx

4
*3213 2


  

 ומקבלים(    0x) מצטמצם  xה 

                                         cuc

u

duu 










3

1
2

1

2

1

2

1

1
2

1
4

3

4

3
 

221את    ועכשיו יש להציב בחזרה  xu  

חשב את               . 3




3 2 52

)54(

xx

x
 שים לב המונה הוא הנגזרת שבשורש 

xxuלכן אנו נציב                              52 2  

54נגזור       x
dx

du
או      

54 


x

du
dx   ונציב 

054אי  ש  נצמצם בתנ x                                        

                                     

cuu
u

duu
x

du

u

x
dx

xx

x























3 23

21
3

1

3

1

33 2

2

3

2

3

1
3

1

54
*

54

52

)54(

 

 .uחזרה את  יםמציבומכאן 
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 אינטגרציה לפי חלקים
 

אנו מכירים את נוסחת הגזירה של                         
uvvuyuv

vuy

''')'(

*




  

 ואנו גוזרים לפי x הן פונקציות של   vו    uמאחר ו 
dx

d
 נכתוב זאת 

                                                                           udvvdudy  

          וכאשר נבצע אינטגרל                                    udvvdudy 

                                                                            udvvduy 

uvyיודעים כי                        נציב ונעביר אגף ונקבל  vduuvudv 

 שתי פונקציות נוכל לבחור את מכפלת לה שלמכפלכן כאשר יש לנו 
 לדוגמא    u'v -הפונקציות כ

xxyנתון  .   1 sin* חשב את האינטגרל                           xdxx sin 

xu                            נבחר את            ואת            xdxdv sin 

dxduu   נקבל   uעבשיו נגזור את  11'    

                         נבצע אינטגרל  dvועל    cxxdxdvV cossin                                                           

       האינטגרל המבוקש הוא  xdxx sin הוא אצלינו ו               udv    

             ולפי נוסחת אינטגרציה בחלקים                vduuv    

ונקבל    du  -ו  uואת   dv  -ו  vנציב את   dxxxx 1)cos()cos(           

cxxxcxxxומכאן                                 cossin)sin(cos    

 .וזה האינטגרל המבוקש
xxeyחשב את האינטגרל של    .  2  

xu                     נבחר                                       ו-    dxedv x     
u        dxduנגזור את   *1 

dv                                       cedxevונבצע אינטגרל על  xx   

                  נציב את הבחירה שלנו ונקבל   vduuvudv 

                                  cexedxexedxex xxxxx   1** 

 אפשר לפתור לפי נוסחת החלקים  dvאת האינטגרל שאנו עושים על  גם 
 ואז אנו יכולים להמשיך ולבצע בשרשרת עד לפתרון המלא זה נקראת שיטת

 . הרדוקציה
 

 י פירוק לגורמים"אינטגרציה ע
 

 ואת, לעיתים יש לחשב אינטגרלים כאשר במכנה יש פולינום מדרגה כלשהיא
 .למכפלת איברים ממעלה ראשונה ולהביאוק לגורמים רפלניתן  מכנהה

                             
msx

G

iqx

B

lpx

A

Ckxbxax
nn 











....

.....

1
1
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 אזי נקבל לבצע אינטגרל על  A,B,,,,,,Gאם נוכל למצוא את  

                                              dx
msx

G
dx

iqx

B
dx

lpx

A
 







....  

 .שאנו מכירים   לדוגמא xlnמסוג    וזה אינטגרל מיידי 

חשב את האינטגרל                                .   1  322 xx

dx
 

dxנפרק את המכנה לגורמים                
x

B

x

A

xx

dx
)

13
(

)1)(3( 






  

 .  Bואת   Aנחשב את 

                                                                  
)1)(3(

)3()1(





xx

xBxA
  

וזה צריך להיות שווה למה שיש באינטגרל    
)1)(3(

1

 xx
 לכן המונה חייב  

     1והאיבר בחופשי הוא  0במונה הוא  Xהמקדם של   1 –להיות שווה ל 
)1()3(1                             מכאן     xBxA  

                                      )3()(3 BAxBABBxAAx  

        0 BA  ( המקדם שלX )     13   והאיבר החופשי  AB 
 .  Bו    Aמשוואות עם הנעלמים    2יש לנו 

נפתור ונקבל                            
4

1
B        ו

4

1
A  נציב זאת 

     את האינטגרל נכתוב

Cxx
x

dx

x

dx

dx
x

B

x

A

xx

dx






















)1ln(
4

1
)3ln(

4

1

14

1

34

1

)
13

(
)1)(3(

   

    

dxחשב את                                     . 2
xxx

x
 



64

32
23

    

64)1)(2)(3(גורמים           3 -ל המכנה כאן נפרק 23  xxxxxx   

 

                                         dx
x

C

x

B

x

A
dx

xxx

x
)

321
(

64

32
23 











   

 
               -3והאיבר החופשי   2הוא  Xושל   0הוא  2Xהמקדם של  נחשב את המונה 

                                 

)236()25()(

23625

)2)(1()3)(1()3)(2(

2

222

CBAxCBAxCBA

CBACxBxAxCxBxAx

xxCxxBxxA







 

 . -3והחופשי הוא  2הוא  xושל  0הוא  2xועכשיו נשווה מקדמים  המקדם של  
0         ולכן CBA         225ו  CBA        3236ו  CBA 

 נחשב ונמצא כי        A,B,Cמשוואות עם הנעלמים    3יש לנו 

                           
12

1
A              

3

7
B           ו

12

27
C   

                  נציב זאת באינטגרל 
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Cxxx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

x

C

x

B

x

A



















 

)3ln(
12

27
)2ln(

3

7
)1ln(

12

1

312

27

23

7

112

1
)

321
(

 

 

 אינטגרלים טריגונומטריים
 

 טגרלים מידיים אנו מכירים ויודעים מתוך הנגזרותאינ
 

   
xy

xy

cos'

sin




      

xy

xy

sin'

cos




       

x
x

y

tgxy

2

2
sec

cos

1
' 



      
xec

x
y

gxy

2

2
cos

sin

1
'

cot





 

 

ולכן האינטגרלים יהיו                                                   cxxdx cossin 

                                                                              
dx

x

x
xdx

csxdx

 







cos

sin
tan

sincos

 

xuנציב    cos      ואז נגזורxdxdu sin 

נציב זאת באינטגרל                                                        
u

du
dx

x

x

cos

sin
 

xyאנו יודעים את הנגזרת של     ln      והנגזרת
x

y
1

'  

cxcuxdx                                                   לכן      |cos|lnlntan 

 של מספר שלילי lnאנו לוקחים את הערך המוחלט כי אין  
 

אותו אופן                                                         וב  cxxdx |sin|lncot 

                                 cxtg
x

dx
 2

1
ln

sin
ctgxxו        

x

dx
 secln

cos
 

 אנו יכולים להשתמש בזהויות טריגונומטריות שמכירים כגוןכמן כן 

 1.                                                        )2cos1(
2

1
sin 2 xx   

cxxdxxxdxלכן                                     )2sin
2

1
(

2

1
)2cos1(

2

1
sin2 

 

)sin(){sin{(או לפי הזהות           .  2
2

1
cos*sin   

אם יש לנו  לחשב         dxxxxxxdxx )}53sin()53{sin(
2

1
5cos*3sin 

                              cxxdxxx   )]8cos(
8

1
)2cos(

2

1
[

2

1
)]8sin()2[sin(

2

1
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(ידועה הזהות                                      . 3
2

(sin2cos1 2 
  

נחשב את                                                                     dxxcos1 

                                  C
x

C

x

dx
x

  )
2

cos(22]

2

1

)
2

cos(

[2)
2

sin(2 

 .בכל האינטגרלים יכולים להשתמש בשיטת ההצבה או אינטגרציה בחלקים
 

חשב את                                                          . 4 dxxx 4 2cos*sin 

2cosנציב         xu   והגזירה היאxdxdu sin 

CxC            נציב באינטגרל         
u

udu   4 5

5
4

4

1

)2(cos
5

4

4

5
* 

 הצבות טריגונומטריות

      :    אנו מכירים את הזהויות

xec
x

x

x
x

x

xx

2

2

2

2

2

2

22

cos
sin

1
cot1

sec
cos

1
tan1

1cossin







 

xולכן גם                                      
x

x sec
cos

1
tan1 2  

                                          ecx
x

x cos
sin

1
cot1 2     

 :לנו לבצע אינטגרל על  פונקציות מהסוגים הבאיםאם יש 

                                                             

1}{)3

}{1)2

}{1)1

2222

2222

2222







x
a

b
aaxb

x
a

b
axba

x
a

b
axba

 

 1{}כך שנקבל בשורש      2aנחלק את הביטוי שבתוך השורש ב  

 

u             1 -ואז נציב את       ב
b

a
x sin  

u             2 -ב                       
b

a
x tan 

u             3 -וב                      
b

a
x sec 

ואז נגזור את     
du

dx
 באינטגרל נקבל פונקציה dxואת   xוכאשר נציב את  
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 :לדוגמא.  טריגונומטרית שתהיה קלה יותר לפתור

חשב את                                                          .   1


 22 9 xx

dx
 

ux   לכן 1)זה מסוג  .  נציב sin3       והגזירה היאduudx *cos3 

נציב באינטגרל            





 
uu

udu

uu

udu

2222 sin13*sin9

cos3

sin99sin9

cos3
 

u     (           13ראה עמוד ) לאחר צמצומים נקבל
u

du
cot

9

1

sin9 2
  

uxשעשינו          ההצבה סתכל עלנ
a

b
sin 

משולש ישר זוית       זה מתאים ל

 
29בביטוי שלנו יש    x   שבו משולשלזה מתאים אצלינו 

                     3a               1b         ן-      u 
 

במשולש הזה                                   ו
x

x
u

29
cot


  נציב זאת 

C            לכן האינטגרל שקבלנו הואו
x

x
Cu 




29

9

1
cot

9

1
 

חשב           .2
 1342 xx

dx
 את המכנה נוכל לכתוב  

           ונקבל    9נכפיל ונחלק ב 











 







1
3

2
*3

9)2(134

2

22

x

dx

x

dx

xx

dx

 

uנציב  לכן  2)זה מסוג 
x

tan
3

2



 נגזור  

                          du
u

dx
2cos

3
     כמו כן ידוע




2

2

cos

1
1  tg 

bx 

a 

22 )(bxa  



 

 7איור  
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Cuנציב באינטגרל           
u

du
u

u

u

du

  tan
cos

1
ln

cos

1

cos

1
3

cos

3
2

 

u ההצבה שלנו היא   
x

tan
3

2



 לכן במשולש ישר הזוית ייראה    

 

את     קבלומכאן נ
9)2(

3
cos

2 


x
u    נציבו 

 

                               


 c
xx

Cu
u 3

)2(9)2(
lntan

cos

1
ln

2

 

 .  cזה קבוע ונכלול אותו בתוך  3lnניקח  כ שבמכנה   3את ה

                              
Cxx  )2(9)2(ln 2

      

xuבשיטת ההצבה הטריגונומטרית כאשר מציבים      tan   אנו יכולים לדעת 
  :בעזרת המשולש   xcotוה     xsinואת ה    xcosאת   ה  

נוכל לכתוב זאת       אנו 
1

tan
u

x    ואז 

 

U 

21 U  

1 

x 

                לקבל נוכל ומכאן 

  
21

sin
U

U
x


       ו-    

21

1
cos

U
x


 

 8איור  

 ייראה המשולש

x-2 
22 3)2( x  

3 

u 
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 Cמציאת קבוע האינטגרל 
 

ת האינטגרל      אנו ראינו א  Cxfdxy פתרון האינטגרל נותן לנו את .   ')(

 .נותן לנו משפחה של פונקציות קדומות   cהפונקציה הקדומה ותוספת ה 
 (X,Y)אם נדע נקודה אחת בה עוברת הפונקציה נוכל להציב את ערכי הנקודה 

 .קבוע האינטגרציה Cואז לקבל את 
 . Yעם ציר ה ( הקדומה)של הפונקציה  הוא בעצם נקודת המפגש Cה 

 לדוגמא
 
86של הפונקציה   מצא את האינטגרל  . 1  xy  .פונקציה זו היא נגזרת 

CxxY(     קדומה)של פונקציה אחרת   83  נקבל  ואכן אם נבצע  2

                                                                 Cx
x

dxx  8
2

6
)86(

2

 

)1;1(עוברת בנקודה   ( הקדומה)אם אנו יודעים כי הפונקציה    נציב אותה 

                                              11*8
2

1*6
8

2

6 22

 CCx
x

Y 

 . 4Cומכאן נקבל את    
  Yותקבל פרבולה החותכת את ציר ה ( הקדומה)ת גרף הפונקציה צייר א

 ( .0,4)בנקודה   
 
)1;2(גרף של פונקציה עובר בנקודה  . 2 P  ונתון כי שיפוע העקומה בנקודה זו

"1012ו הנגזרת השניה היא      3הוא   xy  מצא את משוואת הפונקציהY . 

 

y'     cxxdxxyונקבל את   "yטגרל על ראשית נבצע אינ   106)1012(' 2 

6*101*31כמו בנגזרת לכן נציב       xוהוא אותו  1xה   Pבנקודה   2  c 
743מכאן נקבל את           c    עכשיו נבצע אינטגרל נוסף( עלy'  ) 

 תהיה  cנקצית הנגזרת הראשונה לאחר שמצאנו את פו
                 7106' 2  xxy  ועליה נבצע אינטגרל 

                                       

CxxxCx
xx

dxxx  7527
2

10

3

6
)7106( 23

23
2    

 תהנמצאת על הפונקציה לכן נציב או Pהנקודה . המבוקשת  Yוזו הפונקציה 
                      1x      2וy     

                                                    21*71*51*2 23  C  
       6C                       ומכאן נקבל את  

6752                          והפונקציה המבוקשת תהיה       23  xxxY 
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 ופונקציה לוגריתמיתאינטגרל של פונקציה מעריכית 
 

לכן נוכל למצוא אינטגרל . אנו יודעים כי האינטגרל היא פעולה מנוגדת לנגזרת
 .בעזרת ידיעתינו את הנגזרת

xayנתונה פונקציה מעריכית    כאןxxf )(  את הנגזרת ראינוaay x ln*' 

xfay)(באופן כללי   אם            הנגזרת תהיהaaxfy xf ln**)('' )( 

כלומר אם נגזור פונקציה    
a

a
y

x

ln
   נקבל אתxay '   ולכן האינטגרל 

                                                                            Ca
a

dxa xx  ln

1
 

Caובאופן כללי                                                  
a

dxxfa xfxf 
)()(

ln

1
)(' 

 לדוגמא

חשב את                     .   1 dxx5 

                                                                                  cdx
x

x  5ln

5
5   

חשב                       . 2


dx

x

3

)32(

8 

נשתמש בשיטת ההצבה ונציב   
3

32 


x
u        ונגזור

3

2


dx

du
 

                                                         Cdudx
u

u

x

 


8ln

8
*

2

3

2

3
88 3

)32(

   

CCCנשיב חזרה את ההצבה                
xx

x






2ln

4

8ln

8*2
*

2

3

8ln

8
*

2

3 123

32

  

  
  מתוך הנגזרות נמצא .וכך גם לגבי פונקציות לוגריתמיות

xyאם יש פונקציה        alog      הנגזרת
ax

y
ln

1
' 

log)(   ובאופן כללי    xfy a        הנגזרת)('
ln)(

1
' xf

axf
y  

 

cxdxומכאן נלמד על האינטגרל                
x

 ln
1

 

ואם נתונה פונקציה מהסוג    
)(

)('

xf

xf
y      האינטגרל יהיה 

                                                               cxfdx
xf

xf
 )](ln[

)(

)('
 

ואילו  0xמוגדר רק בתחום   xlnמאחר ו : הערה
)(

1

xf
 xלכל   מוגדר 

)(0פרט ל   xf .אנו לוקחים את הערך המוחלט לכן. 

cxfcxf                              ונכתוב                    )(ln)](ln[    
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dxלדוגמא  חשב את       
xx

x
 



432

34
2

    

 .אנו רואים כי המונה הוא הנגזרת של המכנה

432נשתמש בשיטת ההצבה     2  xxu       34ונגזור  x
dx

du
 

cuduונצמצם    נציב באינטגרל
ux

du

u

x
dx

xx

x










 ln

1

34
*

34

432

34
2

   

cxxנחזיר את ההצבה                                432ln 2     

             

xy   (כמו ברגילים)  ולגבי לוגריתמים טבעיים ln      והנגזרת
x

y
1

' 

ln)(ובאופן כללי        xfy        זרת     הנג)('
)(

1
' xf

xf
y  

cxfdxואז האינטגרל                                                     
xf

xf
 )(ln

)(

)('
 

 
  lnולגבי אינטגרל של פונקציות טריגונומטריות שהפונקציה הקדומה היא  

 

c     האינטגרל של
x

x

dx
 2

tanln
sin

cxx         ושל   
x

dx
 tansecln

cos
  

 
xeyוכך גם לגבי            והנגזרתxey ' 

xfey)(באופן כללי              הנגזרת)(*)('' xfexfy  

 

והאינטגרל יהיה                                             
cedxxfe

cedxe

xfxf

xx








)()( )('*

 

 

dxeeחשב את    לדוגמא xx )3( 54


 

 

                                                   
cee

dxedxedxee

xx

xxxx









 
54

5454

5

3

4

1

3)3(
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 האינטגרל המסוים
 

xfy)(כי אם יש לנו פונקציה   ( 7עד  5ראה עמודים )אנו ראינו    ערך

axבנקודה   הפונקציה  הוא סכום כל ה- y0מ    יםx  עדax     +C . 

 

P2(b,yb)

x x
x

xx
x

3
1

7
6

2
5x

X

yהפונקציה

הקדומה

1y 2y3y

4y
5y

6y

7y

ny

4
C

P1(a,ya)

a b

0y

c

9איור 

 
bxוכך גם לגבי ערך הפונקציה בנקודה    סכום כל הy 0ים  מx  עד לbx  

 משולש ישר זוית (בקירוב טוב) מספיק קטן נקבל xאם ניקח את ה 
 (בהגדלה ייראהאשר ) 

p1

p2



10איור  

x

y

yx *tan
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ax'  שזה הנגזרת בנק aנותנת לנו את השיפוע של המשיק בנקודה  הזוית   
')(נסתכל עכשיו על גרף הנגזרת  xfy   זו גם פונקציה שלx . 

A

B

x
x

xx
x

3
1

4
6

2
5x

X

y’

11איור 

y’

 
 בגרף הנגזרת  שטחאנו רואים כי ה. הוא השטח המוצלל   x*tanה 

 .בפונקציה הקדומה yהוא ה 

 .בנקודה y ים  נותן לנו את ערך הפונקציה הקדומהyסכום ה כמו כן ראינו כי 

 כל  סכוםנותנת לנו את הפונקציה הקדומה שהיא כלומר פעולת האינטגרל 
 . ixועד לנקודה   0xמ  x*tanהשטחים המלבניים 

 לאמר כי  ניתןאנו מקבלים מלבנים מוצללים צרים מאד ואז  0xכאשר ה 
  . (בקירוב טוב)ים ישר יםקו םה( היתר במשולש ישר הזויתשהם )הגרף  יקטע

axאם הנקודה היא    0מ  "מתחת לעקומה"שטח שזה יתן את הxעדax  
bxואם הנקודה  היא   0מ  "מתחת לעקומה"נקבל את השטח שx  עדbx  

 . bו    aבין שתי הנקודות  שטחכך שאם נפחית שטח אחד מהשני נקבל את ה
 .מה בין הנקודות וזה האינטגרל המסוים הנותן לנו שטח מתחת לעקו

)()()()(                                 מסמנים אותו  ו aFbFcxFdxxf
b

a

b

a

 

axוזה האינטגרל המסוים אשר מוגבל בין       לביןbx  . 
 .עקב פעולת ההפחתה מתבטל Cקבוע האינטגרל ו

י פעולת אינטגרל על "ע" תחת לעקומה"אנו רואים כי אנו יכולים לחשב שטח שמ
 .פונקצית נגזרתנסתכל על הפונקציה כאילו היא  אם –פונקציה 

והאינטגרל  שלילי מקבלים שטחי מלבנים שלילייםy'ראינו כי כאשר  7בעמוד 

 Yשם  ) X–זה אומר כי הפונקציה נמצאת מתחת לציר ה . יתן תוצאה שלילית
יש לשים לב באם , שהוא תמיד חיובי שטחואנו מחשבים  מאחר. (שלילי

יש ואז   b-ו  aבתוך גבולות האינטגרל X  (0=Y  )הפונקציה חותכת את ציר 
בנפרד ולהוסיפם מבלי להתחשב  ,בחלקים השליליים ,לחשב את השטחים

 . בסימנם
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A

B

X

y’

Y=f(x)

a b

)()()()( aFbFcxFdxxf
b

a

b

a



 12איור  
 

 מהןלפעולת האינטגרל מספר תכונות נראה חלק 

1.    

a

a

dxxf 0)(  

 

2.  )()()( aFbFdxxf

b

a

  

3.  

b

a

a

b

dxxfdxxf )()(  

 

4.  

b

a

b

a

dxxfKdxxKf )()(  

5.  

b

a

b

a

b

a

dxxvdxxudxxvxu )()()]()([  

 אז   bו    aבין  cאם קיימת נקודה  

6.  

b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

 דוגמאות
 
12ת לעקומה   חשב את השטח מתח. 1  xy  1ביןx   3עדx 

 

)12()39()11(6נבצע אינטגרל                             
3

1

2

3

1

 xxdxx     

 .יחידות שטח 6כלומר שטח העקומה מתחת לקו הישר הוא 
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 נבדוק זאת בעזרת ציור הגרף
 

A

B

X

y
y=2x-1

a

1 2 3 4

י מציאת שטח הטרפז  בדרך גיאומטרית"נבדוק ע

(x=3 ו   x=1בין) 2   וגובה הטרפז הוא 1  ו  5הבסיסים הם  

2-לכן השטח הוא   סכום הבסיסים כפול הגובה לחלק ל

                                                         S=6                 

1

5

13איור 
 

 . בדיוק כפי שקבלנו
 3xל  0xבין    חשב עכשיו את השטח מתחת  לעקומה

                                          6)00()39()12(
3

1

2

3

0

 xxdxx   

 ?הסבר כיצד קבלנו אותו שטח אף על פי שהגדלנו את הגבול

עד   0xהסתכל על הגרף  מ 
2

1
x   מתקבל משולש שהוא מתחת לצירX  

מ  המוגבל ואילו השטח
2

1
x   1עדx אותו גודל של משולש מעל לציר   הואX 

 הוא חיובי  Xהוא שלילי ומעל לציר  Xשטח מתחת לציר 
 13ראה איור  .זה ומקבלים אותו גודל של שטח זה את יםקזזמכך שהם 

 

חשב את השטח של העקומה  .2
2

3






x

x
y    2בגבולותx   4עדx 

 . בין הגבולות Xנבדוק ונראה כי הפונקציה אינה חותכת את ציר ה 

את הפונקציה נוכל לפשט          
2

1
1

2

1

2

2

2

12

2

3






















xxx

x

x

x

x

x
y 

 נבצע עכשיו אינטגרל  

             
4

6
ln2]4ln26ln4[2ln)

2

1
1(

2

3 4

2

4

2

4

2








 xxdx

x
dx

x

x
     

xyחשב שטח הפונקציה  . 3 ln     1בגבולותx     עדex  

                                   1)]11ln1()ln[(]ln[*ln 1

1

 eeexxxdxx e

e
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xxxyהפונקציה  חשב את שטח. 4 45 23     0בגבולותx    4וx 

 נצייר את גרף הפונקציה

X

y

4

14איור  

1

 
 0x 1x 4x'  בנק Xכאן אנו רואים כי הפונקציה חותכת את ציר ה    

 .חלק מהשטח יקוזז 4 -ו 0לכן אם נחשב ישירות בין הגבולות 
                 נבדוק

66.10
2

16
4

3

64
5

4

256

2
4

3
5

4
)45(

4

0

2344

0

23 









xxx
dxxxx 

 S=  10.66קיבלנו שלילי כפי שציפינו והשטח שקבלנו הוא      
 נחלק לשתי קבוצות . נראה עכשיו את החישוב הנכון

       האחת    

1

0

23 )45( dxxxx  השניה  ו    

4

1

23 )45( dxxxx 

)45(58.0נחשב       

1

0

23  dxxxx      45(24.11ו(

4

1

23  dxxxx 

 S=11.24+0.58=11.82והשטח הנכון יהיה                             
 
 

לפעמים אין באפשרותינו למצוא את האינטגרל באופן ישיר אלא בשיטת 
 . Uבמשתנה   Xאת המשתנה  כלומר אנו מחליפים. ההצבה

 . לכן יש להחליף את גבולות האינטגרל בהתאם
 לדוגמא

חשב את השטח של הפונקציה   . 1
33

2

)2(

8




x

x
y    0בגבולותx     1וx 
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23נעשה הצבה             xu                        23נגזורx
dx

du
 

נכפיל  ב   
3

8
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3

8
8 2  נציב עכשיו  באינטגרל 

                                                                     

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1
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x
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 . Uנחשב את הגבולות של 
23ההצבה היתה      xu     גבולות הX    1 -ו   0הם 

0x     2203ונקבל   כאשר    Xנציב את גבולות ה  u 
1x      3213וכאשר                                           u  ואלו הגבולות 

                                  185.0
4
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
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חשב את השטח מתחת לעקומת הפונקציה    .  2
22 9

1

xx
y


   

 (14ראה בעמוד )   2xו        1xבין הגבולות   
uxנעשה הצבה    sin3   ובריבועux 22 sin9         נגזורduudx *cos3 

       1xנחשב את הגבולות  כאשר  
3

1
sin u      ומכאן

93

1
arcsin


u 
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3

2
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30

7
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    נציב באינטגרל 

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


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
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29 x 
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 ומכאן נוכל לקבל                

    -ו                                                   
x
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u
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
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 המשולש ייראה
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18.0נציב זאת ונקבל          
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1
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 x
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uנעשה הצבה     
x
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2
        אוux sin2       נגזורududx cos2 

uxו                                         22 sin4 

030 ו   usin21נקבל   1xנחשב את הגבולות   כאשר  
2

1
arcsin u 

 
6
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6
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
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


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                                   )2(sin4)cos*sin2(4cossin16 2222 uuuuu 

)2cos1(ידועה הזהות             
2

1
sin 2 uu   לכן 

                                   duuduudxu )4cos1(2)4cos1(
2
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 שטח המוגבל בין שתי פונקציות
 

בעזרת פעולת האינטגרל אנו יכולים לחשב שטחים מישוריים 
 המוגבלים בין פונקציות נראה מספר דוגמאות

 

נתונות שתי פונקציות                               .  1
xxg

xxxf

2

1
)(

42)( 2





      

 
 .וגבל בין הפונקציותחשב את השטח המ

  
 ראשית נצייר את הגרפים המתאימים
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X

y

1 2 3 4

16איור    

 
ומאחר ואנו מבינים את פעולת . אנו רואים מהגרף כי אין שטחים שליליים

העליון בין שתי נקודות החיתוך של  שטחההאינטגרל הרי שהפתרון יהיה 
 .ון בגבולות אלופחות השטח התחת( גבולות האינטגרל)הפונקציות 

21יהיה שלילי ההפחתה 2yוה  xגם אם הישר יעבור מתחת לציר : הערה yy  

 .כלומר השטחים יתווספו+. תיתן לנו תוצאת            

xxxנמצא את נקודות החיתוך של שתי הפונקציות        ראשית  42
2

1 2  

        01 x      ו
4

7
2 x   גבולות האינטגרליםיהיו אלו. 

י הפונקציות   נחשב                   "את השטח המוגבל ע 
4
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)]()([ dxxgxf 
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מצא את השטח המוגבל בין הפונקציות                 . 2
2

2

2

1

6

2

xxy

xxy




 

22ראשית נמצא את נקודות החיתוך בין הפונקציות              62 xxxx  
082מכאן נקבל          2  xx       01ואז x   42   ו x אלו הגבולות 

 
12על      נבצע אינטגרל yy   
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 נראה את הגרף

    

X

y

4

17איור  

6P1

P2

                            

                  

3

1
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2
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dxxxdxxxdxxxxx

 

21אם היינו עושים אינטגרל על   yy  היינו מקבלים שטח שלילי. 

 רמתחת לצישלפעמים ישנן פונקציות שאינך יכול לדעת באם ישנם שטחים 
(X  18ראה איור  שלילי), ואז קשה לדעת מהו  או שנחתכים במספר נקודות

לכן רצוי לבדוק את נקודות החיתוך  ,השטח שהינך מקבל כתוצאה מהאינטגרל
)X  )0של הפונקציות עם ציר ה  y בין  בנפרד חלק לכל ולבצע אינטגרל

  Xהגבולות של חיתוך עם ציר ה 

X

y

1 2 3 4

18איור    
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 .בהמשך נראה שיטה אחרת כיצד לחשב את השטח
 

 וראה כי 28'  עמ   2 חלק על דוגמא נפרד לכל בצע אינטגרל: תרגיל
 .התוצאות זהות

 לפעמים יש לנו פונקציות סימטריות ואז אפשר לבצע אינטגרל על חלק אחד
 .מצד הסימטריה ולהכפילו על מנת לקבל את כולו למשל מעגל

222קצית המעגל היא    פונ Ryx   ונחשב את שטחו 5נקח מעגל ברדיוס. 

X

y

 19איור  
225פונקצית המעגל    היא                                 xy  

01עקב הסימטריה אנו נחשב  רבע מעגל בגבולות    x    52ו x 

                                              dxx 

5

0

225 

uנעשה הצבה    
x

sin
5
       אוux sin5        והנגזרתduudx *cos5 

 0x           0uהגבולות החדשים לפי ההצבה  יהיו   כאשר   

          5xוכאשר                                                     
2


u 

duuduuudxx             נציב *cos52*cos5*sin1525 2
2

0

2

0

2

5

0

2

 



   

)2cos1(ידועה הזהות      
2

1
cos2 uu   נציב ונקבל 

                         
4

25
2sin

2

25
)2cos1(

2

1
25*cos52 2

0

2
2

0






  uuduuduu   

22525            4פי  זה שטח של רבע מעגל לכן שטח המעגל הוא R     
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 כאשר הגבולות הן נקודות חיתוך בין הפונקציות יש לשים לב  להפרש
21ההפרש    םכי לפעמי yy   ( 20איור ראה  ) כל השטחלא מכסה את 

X

y

 20איור  
 !!.י האינטגרל ולכן יש לשים לב"אן השטח המוצלל אינו מכוסה עכ

 5xעד   0xאנו לקחנו גבולות מ  , אם נסתכל על דוגמא המעגל 
  Xלציר ורבע מעגל מתחת  Xאבל בגבולות אלו רבע המעגל עובר מעל לציר ה 

225ל    ?    כיצד נדע לבחור ביניהם xy    הפתרון  –ו + יש שתי פתרונות

 גם לאחר ההצבה שעשינו וקבלנו. החיובי הוא מעל הציר והשלילי מתחת לציר

      duuu *cos5*sin15
2

0

2

 



 אנו עשינו על הפתרוןו .  ucosהשורש הוא     

אם היינו לוקחים את השלילי הגבולות היו   בין   ,החיובי
2


 . ו       

 נראה דוגמא

מהו השטח המוגבל על ידי שתי הפונקציות                
1

3

2

1





xy

xy
 

 נראה את הגרפים
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21איור  

P1

P2
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ת החיתוך                                    נחשב את נקודו
1

3

2

1





xy

xy
 

                                                                     
xy

xy





2

1

1

)3(
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)3(1בנקודות החיתוך                    2  yy 

1962נקבל משוואה ריבועית                    yyy 

21והפתרונות הן     y     52ו y           11ובהתאם x     42ו x 

 2P)4;5(ו      1P)1;2(נקודות החיתוך הן        

 
 ולכן, 20יש שטח שאינו מכוסה בדיוק כמו באיור   (21ר איו)שים לב לגרף 

  1xו   0xמחושבת בין הגבולות    ינהא 1yהשטח של הפונקציה 

dxxכך שאם נבצע          )3(

4

1

 לא נקבל את השטח האמיתי. 

 Aו  1P  הפרבולה נחתכת בשתי נקודות 1xבגבול     21הסתכל על איור 

 .  Bו    2Pהפרבולה נחתכת בנקודות    4xוב   

 נקבל את השטח של הפונקציה  xשל   (+)כפי שראינו אם ניקח  את   ה 

 xשל   (-)ואם ניקח את ה .  (מלמעלה) יםX עד ציר ה   P2ו   Aבנקודות  

 .(שמלמטה) ים Xעד ציר ה      P1ו    B  הפונקציה  בין נקודות נקבל את שטח
 של הפרבולה)+( יון מכאן אנו רואים כי אנו צריכים לחשב  את שטח החלק העל

 .ולהפחית ממנו את  שטח הישר
לסיכום על מנת לחשב את השטח הרצוי עלינו לחשב את השטח בין שתי 

 . 1ו  0הפונקציות ולהוסיף לו את חלק השטח של הפרבולה בגבולות 

        בגבולות )+(השטח העליון   אתקודם נחשב   dxxxS )]1()3[(

4

1

1  
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      שטח הפרבולה הלא מכוסה ועכשיו את  dxxS )]33()3[(
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0

2 

 . -של הפרבולה פחות החלק התחתון + חישבנו את השטח העליון 
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21מבוקש יהיה אם כן    השטח ה SS       והוא
2

9
  . 

 

 חישוב על ידי פריסה לרצועות
 
 .נראה עכשיו דרך אחרת כיצד ניתן לחשב את השטח המבוקש 

 ניקח את גרף הפונקציות

         

X

y

22איור 

P1

P2

A

B

       
 השטח זהה. נראה כי זה יותר פשוט dxבמקום על   dyאם נבצע אינטגרל על  

                                                     לכן     
2

1

2

1

)()(

y

y

x

x

dyygdxxf 

 .ת  זו לזוהן פונקציות  הפוכו    yg)(ו             xf)(כאשר  

 .ראה שטח מוצלל בגרף – אופקיתרצועה צרה   -שטח  " פרוסת"אנו ניקח 
 סכום)רצועה זו היא  מנקודה בפרבולה ועד לנקודה בישר ונעשה אינטגרל 
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 .2yעד  1yמ ( כל הרצועות

  (–)ו   (+) yל   שתי תוצאות  היו לנו  xכאשר הלכנו לפי   

 .כל השטח המבוקשאת ו xשל   אחתיש רק תוצאה  yואילו כאן לכל 

הפונקציות  הנתונות הן   
1

3

2

1





xy

xy
     וההפוכות הן  

1

)3(

2

2

1





yx

yx
  

 (ראה באיור)שטח הפרבולה  פחותלפי  שטח הישר  נבצע אינטגרל
21הגבולות עכשיו יהיו גבולות מ   y   52ועד ל y (ראה נקודות החיתוך.) 

                                    

5.410
2
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])961(])3()1[(
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 
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dyyyydyyy

 

וזה בדיוק השטח  כפי  שקבלנו  
2

9
 . 

 לא תמיד קל לצייר את . אנו למדים כי על מנת לחשב שטח עלינו לבדוק היטב 
נקודות , נקודות חיתוך של הפונקציות עם הצירים :הפונקציות לכן רצוי לבדוק

גזירה גם לפי ( 0י גזירה והשוואה ל "ע)קיצון 
dx

dy
וגם לפי  

dy

dx
 לבדוק מספר, 

 .מסוים xל   yמספר תוצאות של ו מסוים  yל  xתוצאות של 

אשר  נחתכות ' אליפסה וכד, כגון מעגל ( סגורות)אם יש לנו  פונקציות לולאה 
 ל ידי הפונקציותעגבלים והמשטחים  שניכאן יש לנו , על ידי פונקציה אחרת 

        

X

y

 23איור  
 .באליפסה)+( ולקחת את ה  dyבמקרה זה כדאי ורצוי לבצע אינטגרל לפי  

2נתונות הפונקציות     . נראה תרגיל נוסף
4

1 
x

y        32ו  xy 

 .י הפונקציות"ח המוגבל עחשב את השט
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32ראשית נחשב את נקודות החיתוך        
4

 x
x

 

                                                 

0)1)(4(

045

324

2

2







xx

xx

xxx

 

       11 x      42ו x       21ומכאן y    12  ו y  בהתאמה. 

 נצייר את הגרף

          

X

y

1 2 3
4

24איור    

P1

P2

 
 dyוהן על פי  dxכאן אנו יכולים לבצע הן על פי 

        (  פריסה אנכית) dxלפי   נבצע    dx
x

xdxyy )2
4

3()(

4

1

2

4

1

2 

                 2)05
2

1
()256ln208(ln45

2

4

1

2

 xx
x

                                              

נבטא את הפונקציה ההפוכה      (פריסה אופקית) dyועכשיו לפי 
2

4

1 


y
x 

                                                                    





dy
y

y )]
2

4
()3[(

2

1

 

2)0
2

1
3()256ln26(2ln4

2
3

2

1

2





y
y

y        

 .קבלנו אותו הדבר
 פונקציות השתי  מצא את השטח המוגבל בין :תרגיל

                                  4)3( 22  yx 342   ו  xxy 
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 נפח של גוף סיבוב
 

 .נפח סובב סביב ציר נקבל גוף בעלאם ניקח גוף מישורי כלשהוא ונ
 .נראה כיצד בעזרת אינטגרל נוכל למצוא את נפח גוף הסיבוב

 .גוף המסתובב סביב ציר יוצר משטח מעגלי
 נקבל חרוט (סיבוב אופקי) Xלמשל ישר  המסתובב סביב ציר 

        

3

6

1 3

Y=2x+1

25איור  

9

y

2

R

 
 . כדורד הצירים נקבל לדוגמא ניקח מעגל ונסובב אותו סביב אחאו 

          

       

X

y

26איור  

X
 

וב
יב

הס
ר 

צי
  

 
 . dxשזו דיסקית בעובי של  " חנפפרוסת "גם כאן נסתכל על 

 



 חשבון אינטגרלי  שלמה מלמן

 

 36 

                       
 הרי  Xסתובב סביב ציר ה  ומאחר והגוף מ  2Rשטח מעגל הוא כידוע   

ולכן שטח , בנקודה על המעגל המסתובב Yשרדיוס הדיסקית הוא ערך ה 
 (.עובי הדיסקה) dxונפח הדיסקה יהיה השטח מוכפל ב    ,2yהדיסקה יהיה    

 .הכדורנקבל את נפח , כל נפחי הדיסקות של ( אינטגרל) סכוםאם ניקח את 
 .dxהוא האינטגרל לאורך     סכוםוה

  Xבגלל סימטריה אנו יכולים לקחת רק רבע מעגל אשר מסתובב סביב ציר ה 
 .נותן נפח של חצי כדורזה 

Rx    ועד 0xהגבולות אם כך יהיו מ    . 

     בגבולות אלו 2yהדיסקה  אינטגרל על שטח ה הנפח הוא
R

גוף dxyV
0

2  

222מאחר ונוסחת המעגל היא      Ryx          222אזי xRy  נציב 

                       
3

2

3
)(

3

0

3
2

0

22 Rx
xRdxxR

RR


  

וא        וה   2לכן נפח כדור יהיה פי  כדוראבל זה רק חצי 
3

4 3R
Vכדור


 

 
12נתון הישר   . 1  xy  נסובבו סביב ציר הX   (0y) בין הגבולות 

  0x   2וx. 
 (35'  עמ   25ראה איור ) .חשב את נפח החרוט הקטום המתקבל 

               נבצע אינטגרל  dxxxdxxdxy )144()12( 2

2

0

2

2

0

2  

                                                    
3

62

2

4

3

4
2

0

23

  x
xx

 

 .וזה נפח החרוט הקטום
 (ראה קו מרוסק באיור.)1yנראה עכשיו את אותו ישר המסתובב סביב ציר . 2
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12עד לקו הישר   1yעכשיו רדיוס החרוט  הוא מ      xy 

         

3

6

1 3

Y=2x+1
9

2

y-1

X

Y

y=1

27איור  

 
    לכן ניקח 

                         

                                        
3

32

3

4
)2()1(

2

0

32

0

2

2

0

2 
  

x
dxxdxy 

 
xyמצא את נפח גוף הסיבוב של הפונקציה     . 3 62   סביב ציר הX  

   2xו    0xבגבולות    
 

 ,Yערכים ל  2יש  Xכלומר לכל  ,Xמאחר והפרבולה סימטרית סביב ציר : הערה
עם הסיבוב של החלק מתלכד ( Xמתחת לציר ) הסיבוב של החלק התחתון

 .העליון 
 ינו צריכים להגדיר לאיזה חלק של הפונקציה אם לא היתה פונקציה סימטרית הי

 .Xמעל או מתחת לציר , רוצים את נפח הסיבוב
 

נבצע אינטגרל                     12
2

6
6

2

0

22

0

2

0

2  
x

dxxdxy 

 
xyמצא את נפח הסיבוב של הפונקציה  . 4 62    1סביב צירx (אנכי)! 

 נצייר את הגרף
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X

y

28איור  

1

R

P

X=1

 
 . (דמוי צלחת מעופפת) הגוף הוא מין אליפסואיד

 .dyעוביה הוא  ש (האופקית המוצללת בגרף דיסקהה )" פרוסת נפח"ניקח 

 .1xהרדיוס כפי שרואים הוא מנקודה על הפונקציה ועד ציר הסיבוב   
 .2הרביע הראשון ולהכפיל פי וכל לקחת רק את עקב הסימטריה נ

xRהרדיוס הוא      1 נפח הדיסקה יהיה אם כןו 
דיסקהdy                     dyxdyRVאנו הולכים לפי   

22 )1(   

xyהפונקציה       62      כלומר
6

2y
x   נחשב את גבולות  הy 

 6yאז   ו  1x על פיוהעליון נחשב   0yהגבול התחתון הוא    

                         נעשה אינטגרל ונציב 







 

6

0

2
26

0

2

6
1)1( dy

y
dyx  

                                   3.1
36*59366

2
1

6

0

536

0

42











yy
ydy

yy
      

     Vגוף6.2                  2ובכדי לקבל את כל הנפח עלינו להכפיל ב 

 
 . טבעתית" פרוסה"נראה עכשיו כאשר אנו לוקחים . 5
 

 ( 29יור אראה )    dxאנו הולכים לפי       
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X

y

29איור  

1

R

P

x

y

 
 .2סימטרי ניקח רק את החלק העליון ונכפיל פי  מאחר והגוף

 yגובה הטבעת הוא   ,dxעובי הטבעת הוא .   נסתכל על הטבעת

xRורדיוס הטבעת הוא   1  והפונקציה כידוע היאxy 62   אוxy 6 

 .R2היקף הטבעת הוא    .   הנפח הטבעתי "תפרוס"חשב את נ
           (גובה*עובי*רוחב) נפח הטבעת יהיה

                                        ydxxydxRVטבעת )1(2**2   

 .נפח חצי הגוף ונקבל את 1xעד      0xנבצע אינטגרל בגבולות   

                      








3.1
15

68

2

5

2

3
)(62

)(626)1(2)1(2

1

0

2

5

2

3

2

31

0

2

1

3

1

0

1

0

1

0









xx
dxxx

dxxxdxxxydxx

 

 Vגוף6.2ונקבל את נפח הגוף                             2נכפיל פי 

 .כפי שקבלנו
 
הנוצר מהשטח המוגבל בין שתי  Xמצא את נפח גוף הסיבוב סביב ציר ה . 6

632הפונקציות        

1  xxy         וxy  32      

 
   נראה את הגרף
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X

y

30איור  

P1

P2R2 R1

 
 
 

 . Xהשטח המקווקו הוא המסתובב סביב ציר ה 
 

633ראשית נמצא את נקודות החיתוך                2  xxx          
                                                               0322  xx    

31ושני הפתרונות הם      x    12 x          61ו y    22 y בהתאמה. 

1)3;6(     חיתוך הן הנקודות  P      2)1;2(וP   

 yאזי ל  אופקיתואם ניקח טבעת  מאחר אנכיתאנו ניקח טבעת  :שים לב
 .ונצטרך להתחשב בהם Xנקודות ל  2יהיו  (6yמעל   )

21רוחב הטבעת הוא   yy  ,    2לכן שטח הטבעת הוא

2

2

1 RR   

dxRRלכן פרוסת נפח הטבעת היא       dxת הוא  עוביה של הטבע )( 2

2

2

1   

   1R  הוא ערך הy    1של הפרבולהy 

   2R  הוא ערך הy    2של הישרy 

 1xועד    3xעכשיו נבצע אינטגרל על פרוסות הטבעות מ   
                            







5.119

27
2

30

3

4

4

6

5
)273046(

])3()63[()(

1

3

2345
23

1

3

4

1

3

222

1

3

2

2

2

1















x
xxxx

dxxxxx

dxxxxdxyy
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122חשב את נפח גוף הסיבוב הנוצר מהמעגל  . 7  yx  3הסובב סביבx  

 נראה את הגרף
     

      

     

      

   

Y

X

'א30איור  

3

R

r

 

 dyטבעת בעובי   –( ראה באיור)נסתכל על פרוסת נפח ". גלגל"מתקבל  

 .שטח הטבעת הוא שטח העיגול החיצוני פחות שטח העיגול הפנימי
 . Xערכי  2יש  Yולכל  , Yערכי  2על המעגל יש  Xלכל : שים לב

22אנו הולכים על טבעת אופקית ששטחה הוא      rR     

X    21ערכי  2ויש לנו כאמור  (x-3)רדיוס הסיבוב הוא  yX  

 לכן שטח הטבעת יהיה          

          
22222

2222

112]11691169[

]1)(3[]1)(3[

yyyyy

yy








 

טבעתdyyVתהיה                  הטבעתונפח 

2112   

גלגל1y            dyyVועד   1yעל זה נבצע אינטגרל מ  




1

1

2112  

uyנעשה הצבה     cos       נגזורduudy *sin  

    1y    0uוכאשר     1y   uוהגבולות יהיו כאשר 

         נציב ונקבל 
00

2 )2sin
2

1
(

2

1
12)sin(cos112






  yyduuuVגלגל   

    Vגלגל26(.                                                               13ראה עמוד )

 :נבדוק
 3ורדיוס ההקף הוא  ,ל הוא אחיד לכל היקפוגגלשטח חתך של ה 

22                                                           לכן    63*2*1*  גלגלV 

  .בדיוק כפי שקבלנו
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 ורך קשתא
 

  Sואנו רוצים למצוא את אורך הקשת   אם נתונה פונקציה רציפה
 31 איור בהגדלה  ראה .   bל     aבין 

      

x

y   

31איור 

a

b

x

S
y

 
אם ניקח אותן מספיקות קרובות ניתן לראות . נסתכל על שתי נקודות סמוכות 

ואז מתקבל משולש ישר זוית שהיתר הוא . את הקטע כקו ישר( בקירוב טוב)
S    והניצבים הםx  וy   32ראה באיור. 

 

  

y’=tan

     

      

     

      

   





S

x

y
y’

1

2'1 y

                           אנו רואים כי היתר לפי פיתגורס הוא’yבמשולש  
2'1 y

S               אנו רואים            ובמשולש
22 yxS 

32איור 
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 הקשת אורך נקבל את bועד  a  -ים מ Sשל כל ה( אינטגרל)אם נעשה סכום 

                            נכתוב זאת
b

a

dsS . 

22                    ראינו כי              32באיור  yxS  

 ונקבל    2xנכפיל ונחלק בתוך השורש ב 

                        dxyx
x

y
yx 2

2

22 '1*1 











 

 .32באיור   'yה   נו במשולשיאת זה כבר רא
 הוא bועד  a -נציב זאת בתוך האינטגרל ונקבל כי אורך קשת מ

 

dx                         dxydsSורך  הולכים לא

b

a

b

a

  2'1           

 
  

 דוגמאות     
           

12נתונה הפונקציה  . 1  xy  (קו ישר ) 0מהו אורך הקו מx       3ועדx. 

2'4ובריבוע           y'=2 הנגזרת  היא      y 

53521נבצע אינטגרל                            
3

0

3

0

22  xdx       

 !.צייר את הגרף ובדוק בדרך גיאומטרית
 

3xyנתונה הפונקציה   . 2   0מה אורך הקשת מx   5עדx 

2נמצא את הנגזרת  של  

3

xy      2והיא

1

2

3
' xy     ובריבועxy

4

9
'2  

dxxS                                               נציב באינטגרל        *
4

9
1

5

0

  

xzנפתור בעזרת הצבת עזר   
4

9
1     נגזורdxdz

4

9
 

 0x        1zכאשר        Zנראה את גבולות 

      5xוכאשר                                 
4

49
z 

 

                                נציב    
27

335

2

39

4

9

4
*

4

9
1

4

49

1

2

3

4

49

1

5

0

 
z

dzzdxx   
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 נפח גוף סיבוב סביב ישר כלשהוא
 
סביב ישר  ,של ישר אחד סיבובמ הנוצר של גוףלמציאת נפח  ותניקח דוגמא 

 .האינטגרל אשר תבהיר את משמעות, במישור כלשהוא
בפתרון הדוגמאות נעשה שיקולים גיאומטריים מוכרים ונבצע על פיהם את 

 .נת להמחיש ולהבין את פעולת האינטגרלעל מ ,מתן הסבריםתוך האינטגרל 
כללית לפתרון והן " דרך"הפתרונות הינן ספציפיות לדוגמאות אלו ואינן נותנות 

 .  נכונות לגבי ישרים בלבד
 שעליה ביצענו " פרוסה"ראינו כי על מנת למצוא שטח או נפח יצרנו 

 .השטח או הנפח המבוקש כלאינטגרל אשר נתן לנו את 
 . Xואים סיבוב סביב ציר אנו ר 33באיור 

    

B

X

y

A

2 4

1

5

33איור 

3
1

yb

ya

 
ועשינו אינטגרל לאורך  dyאו    dxאשר עוביה הוא ,  דיסקה  -" פרוסה"לקחנו 

 .Yאו   Xציר הסיבוב 
 

עושים  ואת האינטגרל. לציר הסיבוב מאונךרדיוס הסיבוב הוא  ,אנו למדים כי
 dxאנו עושים לפי  בדרך כלל  Xאם הגוף מסתובב סביב .   אורך הצירל

 .(אפשר גם להיפך) dyלפי   בדרך כלל האינטגרל הוא Yואם מסתובב סביב 

 .נראה כיצד ייראה גוף סיבובי סביב ישר כלשהוא המשמש כציר
 

 דוגמא
 .העוברים דרך הראשיתראשית ניקח ישרים 

xyמצא את נפח גוף הסיבוב הנוצר מהישר   31  המסתובב סביב 

xyהישר   
2

1
2    0בין הגבולותx      4וx 

xyנשים לב כי אנו רוצים סיבוב סביב הציר שהוא  
2

1
2  
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 34ראה איור   4xוב   0x ב (הציר)לישר  נעביר את האנכים
xyהישר   31   מסתובב על הציר  בין O    וB. 

 . Oהגוף הנוצר הוא חרוט שקודקודו ב 

          

X

y

C

1 2 3 4

2

6

34איור 

O

4

8

10

r
 

S

R

P

Q

4



A

B

הישר

הציר

Y
1-y

2

 
 .אינו משולש ישר זוית ABCמשולש  ה: שים לב

 (.קו שחור עבה) Sדיסקה שעוביה הוא  –" פרוסת נפח"ניקח עכשיו 
 090Bהוא ישר זוית    OCBנסתכל על המשולש   

במשולש זה היא   Oוזוית  O לש הוא הקטע בסיס המשוOB. 

 במשולש זה.  BCכלומר הקטע  Rרדיוס הסיבוב הוא 
OB

R
 )tan(    

ידועה הזהות        





tan*tan1

tantan
)tan(




 

tan'3.    את הטנגנסים נמצא בעזרת הנגזרות 1  y      
2

1
'tan 2  y 

 יםמכאן נצייר את משולשי ישרי הזוית המתאימ

  

10
5

3

1

1

2





y’=tan   =
2

1

5

1

5

2
10

1

10

3

     

      

     

      

   

sin    =

cos =    

tan =3







sin    =

cos =

הישרהציר
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)tan(נחשב את        שמצאנו ות והנגזרותהעלפי הז 

                                              1

2

1
*31

2

1
3

)tan( 





   

)(045ש  "הוא ישר זוית ש OBCבמקרה זה המשולש : הערה . 

22הקטע         yxOB   הקטע ובאופן כללי. על ישר הציר  

OP (P - נקודה כלשהיא על הציר )    יהיה 

                                         5
2

1

2

1
2

222 xxxyxOP pp 







             

)OPQ                )()tanבמשולש     rנמצא את  OPr
OP

r
  

                                          1*5
2

1
)tan(* xOPr   

*5לכן          2rאנו צריכים את  
4

1 22 xr  

דיסקהdsOPV                 הוא  " פרוסת הדיסקה"מכאן נפח  *)(* 2    

 ds ורך הציראמכיון שאנו הולכים ל.  
 ds משולש ישר הזוית  בעל   על היתר של הוא עובי הפרוסה והוא 

 (45'  ועמ 42' ראה עמ)  ציראם נסתכל במשולש ה  dsנראה מהו 

                dxy
dx

ds 2'1
cos




    אצלינו  ו  
5

2
cos  

 הדיסקה ונמצא את נפח הסיבוב "פרוסת"ועכשיו נבצע אינטגרל על 

                                                       



cos

*
4

5
* 2

4

0

4

0

2 dx
xdsr   

נפח הגוף יהיה אפוא              






3

540

32*4

55

cos4

5
4

0

34

0

2  
x

dxxVגוף  

 
 .נבדוק את התוצאה על פי  נוסחת חישוב של חרוט 

R          52סיס הוא מעגל ברדיוס הב BCR      202ו R   

2024והוא   OBגובה החרוט הוא הקטע   22       

נוסחת נפח חרוט     
3

* בסיסגובה
נפח      

          נציב ונקבל  


3

540
20*20*

3
V         שקבלנו בדיוק כפי. 

 .ABCבהמשך נראה גם פתרון בצורה שונה עי המשולש  
 .מתקבל חרוט קטום כאן  4xעד    2xלגבי גבולות     עכשיו נראה

                                   



6

570

34*2

*55

5

2
*

4

5
4

2

3
2

4

2


xdx

x 
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          :              בדיקה
6

570

6

510

3

540
קטוםV 

 .מתאים לישרים העוברים דרך הראשית מה שראינו
 

 .ישרים כלשהם 2ל  נראה מה קורה באופן כללי
 
xyמצא את נפח גוף הסיבוב של הישר  . 1   הסובב סביב 55

33הציר    xy     1בגבולותx      7עדx 

 .נראה את הגרף

X

y

1

2 3 5

36איור    

4 6

הציר

הישר

P


S

R

B

A

C

AB=y1-y2

71

K

O

   
 . Pמתקבלים שני חרוטים בעלי קודקוד משותף 

 .ראה דיסקה ימנית באיור (אינו ישר זוית) ABCנסתכל על משולש  
 :במשולש זה הן נמצא כי הזויותשברשותינו  יםהגיאומטרי הכלים מ
A  , 270B   90ו C  הקטע וAB  הוא)( 21 yy  . 

             ABC במשולש לפי משפט הסינוסים ו
C

yy

B

R

sinsin

21  

               מכאן                          ו
C

Byy
R

sin

sin)( 21  

                                        cos)90sin()270sin(sin B 

               
)sinsincos(cos)cos()90sin(sin  C

 

 .זה אומר שהזוית היא קהה (-)הנגזרת של הישר היא  : שים לב
 .הוא שלילי cosה  זוית קהה מאחר ו 

 םנסתכל על המשולשים המתאימי
    
 



 חשבון אינטגרלי  שלמה מלמן

 

 48 

y’=tan

     

      

     

      

   




1

-5

10
26


1

3

הציר
הישר

y’=tan 

5

1
tan 

26

1
sin 

26

5
cos 

10

3
cos 

10

1
sin 

3

1
tan 

37איור  

 

נמצא כי                 ו נציב  
26

5
sin B         

10*26

14
sin C                  

)(                                 Rנציב ב 
14

105

sin

sin)(
21

21 yy
C

Byy
R 


                                    

2נציב את הישרים      
15

8
2

5

1

3

1
21  xxxyy 

R    נציב ב 







 2

15

8

14

105
xR  2 זאוR      

2

2 2
15

8

14

105
















 xR 

דיסקהds                  .dsRVדיסקה בעובי  -" פרוסת נפח"ניקח 

2 

ועכשיו נעשה אינטגרל                 





















  ds

x
dsR

2

2 2
15

8

14

105
  

dxy          ראינו כי           
dx

ds 2'1
cos




    

                                                







 


cos

4
15

32

225

64

196

10*25 27

1

dxxx
    

cos                             נציב את  







  dx

xx
7

1

2

4
15

32

225

64

3*196

10250
               

              7)02.325.8(344.14
2*15

32

3*225

64

3*196

10250
7

1

23

 x
xx

Vכללי    

          
 נמצא את גובהי החרוטים ואת שטחי בסיסם: נבדוק

ונשתמש בנוסחה              
3

* בסיסגובה
Vחרוט  
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P               1נמצא את נקודת החיתוך 
3

1
1

5

1
 xx  

כאן     מ   
4

15
Px            ו

4

1
Py               









4

1
;

4

15
P             

 הציר ישר היא על Aהנקודה .   APהגובה של האחד  הוא  

ה    7xוכאשר 
3

4
y        נקודה  לכןA           









3

4
;7A  

AP              4.3הוא המרחק  והגובה 
4

1

3

4

4

15
7

22

1 
















H 

8.2לחרוט השני    (  1xכאשר ) באותו אופן
12

11

4

11
22

2 
















H  

96.11נחשב את הרדיוסים    
5

7
1

3

7

14

105
7 



















xR 

                                67.11
5

1
1

3

1

14

105
1 



















xR 

                                  שטחי הבסיסים ו




79.267.1

85.396.1

2

2

22

11





B

RB
     

                     והנפחים בהתאם   37.4
3

4.3*85.3

3

* 11

1 
HB

V  

                                              60.2
3

8.2*79.2

3

* 22

2 
HB

V 

                      כ הנפח הוא       "וסה 797.660.237.421 VV 

 .(  הוא מהשורש והטריגונומטריהאי הדיוק )כפי שקבלנו 
 dSמשתנה הציר הוא .7xעד  1xבגבולות  dxמשתנה האינטגרל שלנו הוא 

 Cו Kוהישר המסתובב מחושב בין הנקודות ( 36ראה איור ) Aו  Oבין הנקודות 
 

 .ול קביללציר או מ אונךנראה מה קורה כאשר הישר מ
 . dsנפח הסיבוב הוא אפס מאחר ואין עובי, כאשר הישר מאונך לציר

 נגזרת הישר זהה לנגזרת הציר והזויות, לציר  אשר  הישר הוא מקבילוכ
          10ואזcos)cos(   והמשולשABC הוא ישר זוית. 

)(cosרדיוס הסיבוב יהיה     21 yyR  והגוף המתקבל הוא גליל. קבועו 
     

      

     

      

   

Y

X



R

R

38איור  

 



 חשבון אינטגרלי  שלמה מלמן

 

 50 

. כמובן שאפשר למצוא נפח של פונקציה כלשהיא הסובבת סביב ישר כלשהוא
החדש יתלכד עם  ""Xרים חדשה כך שהציר מערכת צי" בנות"אנו יכולים ל

 " . Y"ו     X"" ואת הפונקציה בהתאם לצירים החדשים, ציר הסיבוב( הישר)
צירים את מערכת הצירים הקיימת למערכת " מעתיקים" ,מה שאנו עושים

ונותנים לפונקציה את ערכי הצירים  ,(ראה קוים מרוסקים באיור) חדשה
 .ברו למערכת החדשהגם גבולות האינטגרל יע .החדשה

     

      

     

      

   

Y

X

39איור  

הישר 
-

 הציר

"Y"

"X"

“O”

O

 
 

 כך שהציר מתלכד עם הישר" O"לראשית חדשה  מועתקת  Oהראשית 
ומשתמשים בכל  ,חדש "X"הסובבת סביב ציר ( חדשה)אז מקבלים פונקציה 

 .( Xסיבוב סביב ציר ) הכלים שאנו מכירים לגבי מערכת צירים רגילה
 .למערכת המקוריתולאחר הפתרון חוזרים שוב 

 את שיטת המעבר ממערכת צירים אחת לשניה ילמד זה אשר ימשיך
 .םמתקד בלימוד

 .ונקוה כי חוברת זו אכן תרמה להבנת החומר ,בזה נסתפק
 !בהצלחה.   כל מה שיש לעשות עתה הוא לקחת ולתרגל


